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弹性地基板的分析简化模型 
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摘  要：将弹性半空间地基受任意竖向荷载作用下的静力位移积分变换解与弹性半空间地基上四边自由矩形板受任意竖向荷

载作用的弯曲解析解相结合，建立了求解板下地基位移的方法。对一些算例进行大量数值计算分析，得出弹性半空间地基上

四边自由矩形板板下地基水平位移和竖向位移的分布规律；并基于该位移分布规律，提出地基位移沿深度按一定的函数关系

变化的假设，考虑板下地基水平位移，利用板地基系统的总势能最小原理，通过复杂的变分运算，得出弹性地基板的简化模

型。在不考虑板下地基水平位移时，该模型退化成双参数地基模型，并给出了求解其上四边自由矩形板的近似边界条件。 
关  键  词：弹性半空间模型；矩形板；地基位移；分布规律；最小势能原理；简化模型 
中图分类号：TU 31          文献标识码：A 
 
 

Refined model for analysis of plates on elastic foundations 
 

WANG Chun-ling,  HUANG Yi 

(School of Science, Xi’ an University of Architecture & Technology, Xi’ an 710055, China) 
 

Abstract: Combined the integral representations for displacements of semi-infinite elastic foundation subjected to arbitrary vertical 
dead load with the bending analytic solution of an elastic rectangle plate with four free edges rested on semi-infinite elastic 
foundation to develop an efficient calculating technique used to resolve the foundation displacements. Based on carrying on a great 
quantity of numerical calculation analysis of some instances, the displacement distributed regularities are given for the foundation 
beneath the plate with four free edges rested on semi-infinite elastic foundation along the foundation depth. Based on the distributed 
disciplinarians of foundations’ horizontal displacement and vertical displacement, proposed the assumptions that the foundations’ 
displacements change according to the specified functional relation along the depth. Considered horizontal displacement of the 
foundation beneath the plate, utilized the plate and foundation system’s principle of minimum potential energy, operated by means of 
the variational principles, and gave out the refined model for plates on elastic foundations. This model is reduced to double-parameter 
model under not considering the foundations’ horizontal displacement beneath the plate. The approximate boundary conditions of 
plates on this refined model of foundations are given. 
Key words: semi-infinite elastic foundation model; rectangular plate; foundation displacements; distributed disciplinarian; principle 
of minimum potential energy; refined model 
 

1  引  言 

符拉索夫（Vlazov）[1] 从弹性力学空间问题的

基本方程出发，对于平面尺寸为无限大、竖向为有

限或无限深度的弹性地基，假设其仅发生竖向位移，

且竖向位移按一定的函数关系变化。通过虚位移原

理得到的双参数弹性地基模型，由于它的两个参数

具有较明确的物理意义，其理论体系又较为严密，

所以得到了研究者的特别关注，它在各种双参数弹

性地基模型中具有很重要的地位，被认为对分析基

础梁、板的动力响应提供了一条重要途径。但是，

不管什么情况下，都将板下地基中水平位移假设为

0，即使在板和地基之间无摩擦时，也是不合适的，

所以 Vlasov 模型的应用也是有条件的，只有当水平

位移远小于竖向位移时，才能比较真实地描述地基

的变形情况。本文将弹性半空间地基受任意竖向荷

载作用下的静力位移积分变换解与弹性半空间地基

上四边自由矩形板受任意竖向荷载作用的弯曲解析
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解相结合，求出弹性半空间地基上四边自由矩形板

板下地基水平位移和竖向位移的分布规律，并基于

该位移分布规律，提出地基位移沿深度按一定的函

数关系变化的假设，考虑板下地基水平位移，利用

板地基系统的总势能最小原理，通过复杂的变分运

算，得出弹性地基板的简化模型，在不考虑板下地

基水平位移时，该模型退化成双参数地基模型。同

时，取消了双参数地基模型水平位移为 0 的假设，

从而得到板的内力及板与地基之间接触反力更合

理、更精确的分布规律。这对求解复杂结构与地基

相互作用问题有重要意义。 

2  位移的分布规律及假设 

2.1  水平位移与竖向位移的对比 
考虑一支承在弹性半空间地基表面，边长 a b  

4 m、厚度 h  0.2 m 的弹性方薄板的弯曲。假设板

与地基之间为光滑接触。地基泊松比 s  0.4，弹性

模量为 sE  34.3 MPa。板的泊松比为  0.167，弹

性模量 E  34 300 MPa。板上作用均布载荷 q   
0.98 MPa。 

采用文献[2]中的方法，求得地基反力的展开系

数 mnQ 后，结合文献[2]中的式（30）、式（13）和式

（8），求出地基水平位移 ,u v 和竖向位移w 如下： 
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式（1）～（3）中，未说明符号的含义参见文

献[2]。利用式（1）～（3），结合振荡函数的积分

求解方法[3]和无穷积分的求解技术[3]，可计算出地

基中任意一点 ( ,  )x y 的水平位移与竖向位移。表 1
给出了地基表面个别点的水平位移与竖向位移值。 

 
表 1  地基表面水平位移与竖向位移之比   

Table 1  The ratios of horizontal and vertical 
displacements at upper surface of the foundation 

  x, y 值   
比值 x = 0.5 m, 

 y = 1m 
x = 1 m, 
y = 1 m 

x = 0.5 m,  
y = 0.5 m 

x = 1 m,  
y = 1.5 m 

x = 1.5 m,  
y = 1.5 m 

w / u 18.822 2 30.448 3 17.749 4 29.966 2 20.751 8 

 
由表 1 可以看出，地基水平位移小，而竖向位

移大，竖向位移是水平位移的几十倍。 
2.2  水平位移沿地基深度的分布规律 

针对该算例，计算得出地基水平位移沿地基深

度的分布，如图 1 所示。由图可以看出，板内地基

和板外附近地基，其水平位移沿地基深度的分布规

律是基本相同的。进一步分析得出该分布规律可以

用函数： ( )z  0.538 1( 2.559 1)e zz   来描述，其误

差情况如图 2 所示。 

 
图 1  地基水平位移沿竖向的分布图 

Fig.1  Foundation horizontal displacement distributions 
along the foundation depth 

 

 
图 2  地基水平位移拟合曲线与计算曲线 

Fig.2  Approximate and computable curves of foundation 
horizontal displacement 
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2.3  竖向位移沿地基深度的分布规律 
类似地可得出该算例地基竖向位移沿其深度的

分布，如图 3 所示。由图可以看出，板内地基和板

外地基的竖向位移沿其深度的分布规律是不同的

（这与文献[4]的观点相吻合），板外地基的竖向位

移沿深度没有一个统一的分布规律，而板内地基的

竖向位移沿深度的分布规律是基本相同的。进一步

分 析 得 出 该 分 布 规 律 可 以 用 指 数 函 数 ：
0.130 6( ) e zz  来描述，其误差情况如图 4 所示。 

 

 
图 3  地基竖向位移沿深度的分布图 

Fig.3  Foundation vertical displacement distributions 
along the foundation depth 

 

 
图 4  地基竖向位移拟合曲线与计算曲线 

Fig.4  Approximate and computable curves of foundation 
vertical displacement 

2.4  拟合参数 
通过大量的数值计算分析，发现板内地基其水

平位移和竖向位移沿地基深度的分布规律可以分别

用函数： ( )z  /( / 1)e z bz b   和 /( ) e z bz   来

描述，其中 ,  ,     不仅与板的泊松比 、抗弯刚度

D 、板的边长 ,  a b 和地基拉梅参数 ,    有关，还

与载荷形式有密切关系，详见表 2 和表 3。 
因此，可设板下地基中一点的位移满足： 

( , ) ( ),  ( , ) ( ),  ( , ) ( )u U x y z v V x y z w W x y z      
（4） 

式中： ( , ),  ( , ),  ( , )U x y V x y W x y 分别为板下地基表

面的水平位移和竖向位移。 
假设板和地基之间无摩擦，也就是说地基表面

无剪应力，由三维虎克定律知，地基表面剪应变等

于 0，即 

0;  0  

0
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将式（4）以及 ,    代入式（5），得 
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将式（6）代入式（4），得 
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 
 
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      （8） 

( )w W z              （9） 

 
表 2  板受均布载荷作用时的拟合参数, ,  

Table 2  Tabulation of three parameters values for plate with uniformly distributed load 
板的长宽比 

a / b 
板的泊松比 

 
抗弯刚度 
D / kN·m 

地基参数 
 / MPa 

地基参数 
 / MPa 

拟合参数 
 

拟合参数 
 

拟合参数 
 

1.0 0.167 23 523 49 12.25 -10.236 2.152 4 0.522 4 
1.0 0.167 188 180 200 200 -4.126 8 2.224 0 0.604 0 
1.5 0.15 20 460 49 12.25 -9.032 4 1.902 8 0.437 2 
1.5 0.15 163 680 200 200 -3.753 2 2.068 8 0.492 4 

 
表 3  板中心受集中力作用时的拟合参数, ,  

Table 3  Tabulation of three parameters values for concentrated load at plate center 
板的长宽比 

a / b 
板的泊松比 

 
抗弯刚度 
D / kN·m 

地基参数 
 / MPa 

地基参数 
 / MPa 

拟合参数 
 

拟合参数 
 

拟合参数 
 

1.0 0.167 23 523 49 12.25 -12.740 8 2.904 8 0.596 0 
1.0 0.167 188 180 200 200 -5.852 0 3.356 0 0.686 4 
1.5 0.15 20 460 49 12.25 -10.494 2.360 4 0.404 0 
1.5 0.15 163 680 200 200 -4.642 4 2.636 4 0.439 6  
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3  简化模型 

将式（7）～（9）代入弹性体变形能表达式，

得板下地基的变形能为 
2
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式中： s
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 ； 1 为板内区域；W

为 1 上的沉降；H 为地基厚度；且有： 
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对于板外地基，其水平位移比较小，可以不考

虑，因此板外地基的变形能为 
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式中： 2 为板外区域；W 为 2 上的沉降。 
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由弹性薄板理论知薄板的变形能为 
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板上作用荷载的势能为 
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 3 d dqW x y
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板地基系统的总势能泛函为 

1 2 3 4              （19） 

对于薄板问题，令系统的总势能泛函的一阶变

分等于 0，经过复杂的变分运算[5]，并考虑在无穷

远处地基沉降为 0，可以得到： 
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式中： l 为区域 1 的正边界； ,  s n 分别为 l 的切线

和外法线。 
在 l 上，因为内、外位移连续性要求 W W  ，

所以由式（20）可以得到： 
在 1 内，有： 

* 4 * 2( ) 2 ( , )D D W t W kW q x y         （22） 

在 2 内，有： 
22 0t W kW              （23） 

( )d 0ns
l

M W s
s





          （24） 

在 l 上，有： 
*

1 0n
D M tW
D

 
   

 
       （25） 

* *

1 1

(2 ) 2 0

ns
n

D D MQ
D D s

W Wt t t
n n

    
          

 
  

 


    （26） 

式（22）为考虑板下地基水平位移时，地基板
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的控制方程，式（23）为板外地基的控制方程；而

式（24）～（26）则为此时地基上自由薄板问题一

般形式的边界条件。与双参数地基上矩形板的边值

问题[6]比较，显然可见，板外地基的控制方程及边

界条件（24）相同，仅在薄板的控制方程中多了一

项 * 4D W ，而边界条件式（25）、式（26）有所不

同，但在不考虑板下地基水平位移，即 0  ，由式

（11）～（21）显然可见，k 形式不变， * *0,  D t   
t t ， 0t  ，该模型退化成双参数地基模型；考虑

板下地基水平位移，即 0  ，那么 * *0,  D t   
t t ， 0t  ，在无限深地基的情况下，由 2.4 节中

的水平位移和竖向位移沿地基深度的分布规律函数

( )z 和 ( )z 可得 
2 2

*
2 2

3 2

2 2 2

1
2(1 ) 2

1
2 (1 )( ) 2

E bD

Eb

  
  

 
    

 
      

 
     






   （27） 

22(1 )
Ek

b







             （28） 

8(1 )
Ebt
 







             （29） 

2

2

2 2 2

2

2 2 2

2 2

4 ( ) 41
8(1 ) ( )

(2 2 )      
8(1 )2

4 ( ) ( 6 6 )1
( )( ) 2 ( )

Ebt
bb

Eb
b

    
   

    
 

       
      

  
    

 
  

     
     








（30）

 

2 2 2 2

( ) ( )
(1 )( ) (1 )( ) ( )
E E bt         

       
   

   
    

  
   

（31） 
2

*
2

2 2 2

2

4(1 3 ) ( ) 41
8(1 ) (1 )( )

(2 2 ))
8(1 )2

Ebt
bb

Eb
b

     
    

    
 

   
     

 
 



 
 




 

2 2 2

2 2
4(1 3 ) ( ) ( 6 6 )1
(1 )( )( ) 2 ( )

        
       

      
      




 

（32） 

4  近似边界条件 

采用该模型求解地基上的矩形板弯曲问题时需

要知道板外地基的沉降形式，板外地基沉降采用与

Vlazov 相似的假定形式，即 
( )

( )

,  0 ;  ( , )e  
,  ;  ( , )e

x a

x y a b

x a y b W W a y
x a y b W W a b





 

   

 


 

≥ ≤ ≤

≥ ≥
  （33） 

注意 / 4k t  与 Vlazov 假定的衰减指数

/ 2k t  不同。若采用 Vlazov 的衰减指数，经验

算板外地基沉降： ( )( , )e x y a bW a b     不满足板外地

基的控制方程： 22 0t W kW    。 
若把假定的板外地基的沉降式（33）代入  4

中，再对总势能进行变分运算[7]，对于本文提出

的三参数地基模型上的四边自由矩形薄板可以得出

近似的边界条件，例如（对文献[6]中所示的矩形薄

板）： 
*

;  1 0x
Dx a M tW
D

 
    

 
      （34） 

* *

1 1

(2 ) 2 0

xy
x

MD DQ
D D y

Wt t t W
x



   
          


  




     （35） 

,  ;x a y b  2 2 0xy
t W WM tW

x y
  

      
（36） 

注意式（34）～（36）与 Vlazov 给出的近似边

界条件[5]，不仅参数 取值不同，而且形式上也不

同，但与文献[6]中给出的近似边界条件类似，在不

考虑板下地基水平位移时，除 取值不同外，条件

式（34）～（36）退化成文献[6]中的近似边界条件

形式，正如文献[6]中所说的那样，Vlazov 给出的近

似边界条件是有差错的。 

5  结  论 

本文将弹性半空间地基受任意竖向荷载作用下

的静力积分变换解与弹性半空间地基上四边自由矩

形板受任意竖向荷载作用的弯曲解析解相结合，求

出弹性半空间地基上四边自由矩形板板下地基水平

位移和竖向位移的分布规律，并基于该位移分布规

律，提出地基位移沿深度按一定的函数关系变化的

假设，考虑板下地基水平位移，利用板地基系统的

总势能最小原理，通过复杂的变分运算，得出弹性

地基板的简化模型，它的推导给出了特征函数（地

基反力）的另一重要形式，即 * 4( , )p x y D W    
* 22t W kW  。 
显然，它结合了海滕尼模型和符拉索夫(Vlazov)

模型。从含三参数( * *,  ,  D t k )的角度来说，可以称

该模型为三参数模型，它对求解复杂结构与地基相
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互作用问题有重要意义。 
另外，该模型能形式地推广到板和地基之间有

摩擦的情况[8]，当然参数 不必取成 /( )b   ， 的

取值，由经验来定，但这样得到的模型正确与否还

有待于进一步研究。 
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